3.7. SIMETRIK GRUPLAR:

Tanmm 3.7.1. neZ" olmak lzere n elemanli bir kiimenin kendi uzerine birebir bir
fonksiyonuna bu kiimenin bir permiitasyonu denir.

Not: n elemanli bir kiimenin her permiitasyonu bu kiimenin elemanlarinin bir siralanigin
belirtir. Tersine n elemanli bir kiimenin elemanlarinin her siralanisi bu kiimenin bir
permiitasyonunu belirtir. # elemanli bir kiimenin tiim permiitasyonlar1 kiimesinin
fonksiyonlarda bileske islemine gore bir grup oldugunu daha once gosterdik. Bu gruba bir
simetrik grup denir.

Teorem 3.7.2. n elemanl1 bir kiimenin tiim permiitasyonlar1 sayis1 #z!dir.
Ispat: n elemanl herhangi 4={a,,a,,...,a,} kiimesini alahm. 4={q,,qa,,...,a,} kiimesinin

elemanlarini siraladigimizda birinci siraya »n tane farkli eleman, bunlarin her birinde ikinci
siraya n—1 tane farkli eleman, bunlarin her birinde {igiincii siraya n—2 farkli eleman, ...,

bunlarin her birinde n. siraya n-— (n - l) =1 farkli eleman yazabiliriz. Boylece
A={a,a,,..,a,} kimesinin elemanlarinin farkli sralamslari sayist n(n—1)(n—-2)...1=n!

olup # elemanli bir kiimenin tiim permiitasyonlari sayist n! olur.

Not: o, L={x.x,,...x,} kiimesinin bir permiitasyonu ve

X, X, .. X
. . . 1 2
o(x)=x, o(x)=x,, .., 6(x,)=x, ise bu permiitasyon genellikle o = ( ! j
" X. .

seklinde de gosterilir. M = {1, 2,...,n} kiimesinin tiim permiitasyonlar1 kiimesi genellikle S,
ile gosterilir.

Teorem 3.7.3. L = {xl ,xz,...,xn} kiimesinin tiim permiitasyonlar1 kiimesi 7, olsun. Bu
durumda

XX
o1, —>S§,,0=

X, 1 2 .. n
jw(a){. . j
XX, . X, i i, ..

ile taniml1 ¢ doniisiimii bir grup izomorfizmasidir.
Ispat: @nin  bir fonksiyon oldugu aciktir. Herhangi o,,0,€7, alalm.

X X, .. X, X X, .. X,
o, = ve o, = olsun. Bu durumda
X, X, e X, LX, e X
X X, .. X, . 1 2 .. n
0,00, = olur. pnin  tammidan  ¢(0,)=| s
XX, .. X A A
i 2 n n

1 2 ... n
= . . _ ve p(o00,)=|. . . olur. Burada
Y L SRR

_12...n12...n_12...n |
ole)oele)=l il s )T o

gp(O'1 ° 0'2) = (0(0'1 ) ° (0(0'2) olur. O halde ¢ bir grup homomorfizmasidir. (0(0'1) = (0(0'2)



X, X e X
olan herhangi o0,,0,€7, alalim. Kabul edelm ki o :{ b "J ve
X, X, e X,
X X, .. X, .
o, = olsun. @ nin tanimindan
X, X, o X
1 2 ... n 1 2 .. n o L
o |=e(0)=90(0,)=| . . | olup i,=j,, i,=j,,..,i=j, olur. O
| A VT
X X, .. X, X X, .. X, . Lo
halde o, = = =0, olur. Boylece ¢ birebir olur. Burada
xil iZ o xi x/] x]Z o jn

T, ve S, sonlu elemanli ve s(7,)=s(S,)=n! oldugundan Soyut Matematik Dersindeki ilgili

teoremden ¢ ayni zamanda Ortendir. Boylece ¢ :7, — S, bir grup izomorfizmasi olup istenen
elde edilir.

Not: Teoremdeki izomorfizmadan dolay: bundan sonra simetrik grup denildiginde S, grubu,
permiitasyon denildiginde S nin elemanlari anlagilacaktir. S, deki o islemi yerine de
genellikle - kullanilacaktir.

Tanmm 3.74. f, M = {1, 2,...,n} kiimesinin bir permiitasyonu olmak tizere eger birbirinden
farkli j, .. j, €M (k>1) elemanlar1 i¢in f(j]):jz, f(jz):j3, oo f(jk_l):jk ,
f(j)=Jj, ve varsa VxeM—{j,,,...J,} i¢in f(x)=x ise f permiitasyonuna Kk
uzunlugunda bir devir denir ve genellikle f=(j, j, .. Jj,) ile ifade edilir. 1
uzunlugundaki bir devir 6zdeslik fonksiyonu olarak alinir.

Not: f :( T Jr e jk) bir devir ise tanimdan
fz(jl Ja e jk):(jz Js o i j1):(j3 N A j2)="'=(jk Ji o Jia jk—l)
oldugu anlagilir. f= ( T T e jk) ise f devirinin tersi

/- =(jk Jeao o j1)=(j1 Jo Jia - Jz) olur.

1 2 3 45

ORNEK: (I 3 4)eS; devir (3 5 4 sjeS5 permiitasyonudur.

ORNEK: (2 41 3)es, deviri icin

(2 4 1 3):(4 1 3 2):(1 3 2 4):(3 2 4 1) olur. Bu devirin agik sekilde
1 2 3 456

yazilist (2 4 1 3):(3 PR 6] olur.

Not: iki permiitasyonun c¢arpimi (bileskesi) degismeli olmayabilir. Fakat iki devir ortak
eleman bulundurmuyorsa, yani ayrik devirler ise ¢arpimlart degismelidir.

Teorem 3.7.5. Ayrik iki devirin ¢arpimi degismelidir.



Ispat: f=(i, i, .. i).g=(ji J, . Jj,)eS, iki ayrik devir olsun. fg=gf oldugunu
gosterirsek  istenen elde edilir. Herhangi xeM = {1, 2,...,n} alalhm.  Eger
X E{iy0yseensis 1o froeees s } ise f(x)=x ve g(x)=x olup
(fg)(x) :f(g(x)) :f(x) :x:g(x) :g(f(x)) :(gf)(x) olur. Kabul edelim ki
X €{i\,lyseuesiy, Jis jrseens ji} Olsun. Bu durumda x € {i,i,....i,} veya x€{j,j,,....j,} olur.
Eger x€{i,by,...ii} ise f(x)€{i,iyriy} Olup x&{ )i, jrser i} ve f(x)&{j\sJroer )i}
oldugundan g(x) =X ve g(f(x)) = f(x) olur. Bu durumda (gf)(x) = g(f(x)) = f(x) ve
(fg)(x)=f(g(x))=f(x) olup (fg)(x)=(gf)(x) olur. Eger xe{j, )y, j,} ise

g(x)el{ji jrserj,} Olup x{i,iy,....ii} ve g(x)e{i,iy....i;} oldugundan f(x)=x ve

f(g(x)) =g(x) olur.  Bu  durumda da  (gf)(x)= g(f(x)) =g(x) e

(fg)(x):f(g(x)):g(x) olup (fg)(x):(gf)(x) olur. Yani VxeM:{1,2,...,n} icin
)

=(gf)(x) olup fg=gf olur.

Teorem 3.7.6. r uzunlugundaki bir devirin mertebesi » olur.

ispat: f=(i; i, .. i)eS, ruzunlugunda bir devir ve M ={1,2,...,n} olsun. o( f)=r
oldugunu  gosterirsek  istenen elde edilir. 1<j,k<r i¢cin j+k<r ise
P = (A (@) )) = (S (S )o)) == ve k> rise £ (i) =i,
olur. Bu durumda 1< j<r i¢in j+r>r oldugundan f” (ij) =i, =i, olup f" =1, olur
Ayrica 1<¢t<r i¢in 1+¢<r oldugundan f’(i,):im #i, olup f'#1, olur. O halde
o( f)=r olup istenen elde edilir.

Teorem 3.7.7. S deki her permiitasyon ayrik devirlerin ¢arpimi olarak yazilabilir ve bu
yazilig birim ve sira diisiiniilmeksizin tek tiirliidiir.
Ispat: Herhangi f €S, alalim. f nin mertebesi sonlu oldugundan f*(1)=1 olacak sekilde

dkeZ" wvardir. Bu sekildeki £ pozitif tamsayilarinin en kiigligiine ¢ dersek
£(1),f*(1),. /' (1)=1 elemanlar1 birbirinden farkli olur. Bdylece ¢ uzunlugundaki

( @) £ (1)) deviri elde edilir. Isleme 1 yerine bu devirde gdziikkmeyen baska
bir say1 alarak devam edersek elde ettigimiz devirler ayrik ve carpimlar1 fyi verir. Boylece
f ayrik devirlerin ¢carpimi olarak yazilabilir.

Simdi bu yaziligin birim ve sira diistiniilmeksizin tek tiirlii oldugunu gosterelim. Eger f* birim
permiitasyon ise birim diisliniilmediginden istenen elde edilir. Kabul edelim ki f birimden
farkli olsun. fnin birimden farkli ayrik devirlerin c¢arpimi seklinde f =f f,...f, ve
f=g8g,...g yaziliglanim alalm. s=¢ ve f,f,,...,f, devirleri ile g,,g,,...,g, devirlerinin
ayni oldugunu gosterirsek istenen elde edilir. 1<k <s olan herhangi keZ alalim.

fi=( i, .. i) diyelim. f=ff,...f. ve fi, [y, f. devirleri ayrik oldugundan
f(il)ziz’ f(i2)=i3’ cct f(irfl):ir ve f(lr)zll Olup f:glgz'“gt ve glagza'":gt
devirleri ayrik oldugundan 3j=1,2,...¢ i¢in g;(i)=0,, g;(i)=45, ..., g (i.)=i ve

7



g;(i,)=i, olur. Buradan f,=(i i, .. i)=g, oldugu anlagilir. Boylece s<t ve
15 frseenn f, devirlerinin g, g,,...,g, devirleri i¢inde oldugu anlagilir. Benzer sekilde f, ve
g, devirlerinin rolleri degistirilerek ¢ <s ve g,,g,,...,g, devirlerininde f, f,,..., f; devirleri

icinde oldugu gosterilebilir. Boylece s=¢ ve f,, f,,..., f, devirleri ile g,g,,...,g, devirleri
ayni olup istenen elde edilir.

1 23 45 6

ORNEK: f =
5316 2 4

] permiitasyonunun ayrik devirlerin c¢arpimi seklinde

1 23 45 6

ermitasyonunun  ayrik
41523 6) P Y Y

yazihst  f=(1 5 2 3)(4 6), g:(

1 23 45 6
365 21 4

permiitasyonunun ayrik devirlerin ¢arpimi seklinde yazilis1 / = (1 3 5)(2 6 4) olur.

devirlerin  ¢arpimi  seklinde yazihst g=(1 4 2)(3 35), h:(

Teorem 3.7.8. G bir grup, a,b € G ve ab=ba olsun. Bu durumda V¢ eZ" icin (ab) =a'b’

olur.
Ispat: ab =ba oldugundan V¢ eZ" icin
(ab)t =(ab)(ab)...(ab) =(aa)(bb)(ab)(ab)...(ab) =..=a-a-....ab-b-....b=a'd’

%/—J

t tane t tane

t tane t-2 tane

olup istenen elde edilir.

Sonu¢3.7.9. G bir grup, a,,a,,...,a, €G ve a,,a,,...,a, elemanlar kendi aralarinda degismeli
olsun. Bu durumda V¢ e Z* igin (a,a,..a,) =a/a, ..a,’ olur.
Ispat: a,,a,,...,a, elemanlar kendi aralarinda degismeli oldugundan ilgili teoremden V¢ e Z*

. . t t 4oy t 4y ; . o
icin (a,a,...a,) =a/(a,a,..a,) =a'a,' (ay..a,) =..=a'a,'..a,' olup istenen elde edilir.

Teorem 3.7.10. Bir feS  permiitasyonunun mertebesi ayrildigi ayrik devirlerin
uzunluklarinin en kiigiik ortak katidir.
Ispat: f nin ayrik devirlerin garpimi seklinde yazilist f = ff,...f, olsun. Kabul edelim ki

t
o(f) =m ve 1<i<t igin o(]f) =m, olsun. k= [ml,mz,...,mt] = OKEK(ml,mZ,...,mt) ve
M ={1, 2,...,n} diyelim. m =k oldugunu gosterirsek istenen elde edilir. 1<i <7 i¢in mi|k

oldugundan f' =1, olur. Bu durumda f, f,,..., /, elemanlari kendi aralarinda degismeli

oldugundan ilgili teoremden f* =(ff;...f,) = £ £,5..fF =1, olup o(f)=m oldugundan
m<k olur.
1<i<t olan herhangi i €Z alalim. f =(j1 Jo e ]m) diyelim. f™" =1, ve f,f5,.... [,

devirleri ayrik oldufundan 1<s<m, i¢in f"(j)=/"(j,)=j, olup ayrica varsa
VxeM—{jl,jz,...,jmi} igin f"(x)=x oldugundan f" =1, olur. Bu durumda o(f;)=m,

1

oldugundan (Cebir Dersindeki) ilgili teoremden ml.|m olur. Yani 1<i<t¢ igin ml.|m olup



m>0 ve k=[m,,m,,..,m]=OKEK (m,,m,,...m,) oldugundan k <m olur. m<k ve k<m

oldugundan m =k olup istenen elde edilir.

. 1 23 45 6
ORNEK: f= [6 s 1 4 2 3) permiitasyonunun ayrik devirlerin ¢arpimi seklinde
yazilist f = (1 6 3)(2 5) oldugundan ilgili teoremden o( f ) = [3,2] =6 olur.

Teorem 3.7.11. Her devir sonlu sayida ikili devirlerin (transpozisyonlarin) bir ¢arpimi olarak
yazilabilir.

Ispat: (i i, .. i)eS, deviri verilsin. (i 4, ... i)=(i i) i,)-(i L)
oldugundan bu devir sonlu sayida ikili devirlerin ¢arpimi olarak yazilabilir. Yani her devir
sonlu sayida ikili devirlerin bir ¢arpimi olarak yazilabilir.

Not: Bir devirin ikili devirlerin ¢arpimi olarak yazilisi tek tiirli degildir. Ancak bir
permiitasyonun ayrildigi ikili devirlerinin sayisinin teklik ve ciftligi degismez.

ORNEK: f=(1 4 5 2)eS; deviriigin
f=1 4 5 2)=(1 2)(1 5)(1 4)=01 2)(1 51 4)(2 3)(2 3)

olur.

Tamim 3.7.12. Bir permiitasyon ¢ift sayida ikilinin ¢arpimi ise bu permiitasyona bir ¢ift
permiitasyon, aksi halde bir tek permiitasyon denir. S, deki tiim ¢ift permiitasyonlar kiimesi

genellikle 4, ile gosterilir.

Teorem 3. 7.13. n>2 olmak iizere S, deki tiim ¢ift permiitasyonlar kiimesi 4,, S, nin n!/2
elemanli bir alt grubudur. Bu alt gruba n. alterne grup denir.

Ispat: M ={1,2,..,n} diyelim. a,beM ve a#b olmak iizere I, =(a b)(a b)
oldugundan [,, €4, olup J#A S, olur. Herhangi f,geA, alahm. f,ge 4
oldugundan f ve g permiitasyonlar ¢ift sayida ikili devirlerin ¢arpimi olup fg de cift
sayida ikili devirlerin ¢arpimi olur. O halde fge A olup ayrica S, bir sonlu grup
oldugundan (Cebir Dersindeki) ilgili teoremden 4, < S, olur.

Simdi S, deki ¢ift permiitasyonlarin sayisi ile tek permiitasyonlarin sayisinin esit
oldugunu gosterirsek o(Sn) =n! oldugundan istenen elde edilir. S, de ¢ift permiitasyonlarin
sayis1 n, ve tek permiitasyonlarin sayis1 da n, olsun. n>2 oldugundan a # b olacak sekilde
Jda,be M vardir. S deki her f ¢ift permiitasyonu i¢in (a b) f bir tek permiitasyondur. Bu
sekilde birbirinden farkli ¢ift permiitasyonlardan birbirinden farkli tek permiitasyonlar elde
edilir. O halde n, <n, olur. Tersine, S, deki her g tek permiitasyonu i¢in (a b)g bir gift

permiitasyondur. Bu sekilde birbirinden farkli tek permiitasyonlardan birbirinden farkli ¢ift
permiitasyonlar elde edilir. O halde n, <n, olur. n, <n, ve n, <n, oldugundan n, =n, olup

istenen elde edilir.

Sonug 3.7.14. n>2 olmak tizere 4,, S, nin indeksi 2 olan bir normal alt grubudur.



Ispat: (Cebir Dersindeki) ilgili teoremlerden (S,:4,)= =2 ve A,<S, olup istenen

nl/2

elde edilir.
ORNEK: f 2340 S lit ici
. = (S crmutasyonu 1cin
5 21 3 4)%P yonule
1 23 45 1 2 3 45
f()(52134j()[52431j

\%~

(35)f_(35)12345_12345
B 5213 413215 4
olur.

1

Tanim 3.7.15. G bir grup ve a,b € G olsun. Eger b =xax™ olacak sekilde Ix € G varsa b

elemanina a nin (x ile) bir eslenigi denir ve genellikle a = b ile ifade edilir.

Teorem 3.7.16. Yukarida tanimlanan ~ eslenik olma bagintisi G de bir denklik bagintisidir.

Ispat: Yansima: VaeG icin a=eae’ oldugundan a~a olup ~ bagmtismin yansima
ozelligi vardir.

Simetri: a~b olan herhangi a,be G alalm. a~b oldugundan b = xax"'

olacak sekilde
Jx e G vardir. b=xax"" oldugundan a=x"'bx = x’lb(x’l)_1 olup x' =y dersek yeG ve

a=yby™" olur. O halde b~ a olup ~ bagintismin simetri 6zelligi vardir.

1

Gegisme: a=b ve b~c olan herhangi a,b,c € G alalim. a b oldugundan b =xax™ olacak

sekilde Ixe G vardir. b~c oldugundan c = yby™ olacak sekilde Iy e G vardir. Burada
c=yby" = yxax'y ' = yxa(yx)f1 olup z = yx dersek ze G ve c¢=zaz™" olur. O halde a~c

olup ~ bagmtisinin gecisme 6zelligi vardir.
Boylece ~ bagintisi bir denklik bagintisi olup istenen elde edilir.

Tamm 3.7.17. G de ~ denklik bagintisinin belirttigi denklik siniflarina eslenik siniflari
denir. Bir ae€Gnin belirttigi eslenik sinifi genellikle C (a) ile gosterilir. Burada

C(a)={xe G|a zx} olur.

Not: Denklik siniflar1 kiimenin ayrisimini belirttiginden G bir sonlu grup ise grubun
mertebesi birbirinden farkli eslenik smiflarindaki elemanlarin sayilari toplamidir. ae G

olmak tizere C (a) eslenik smifinin eleman sayis1 genellikle ¢, ile gosterilir. Burada c,, G de
a ile eslenik olan elemanlarin sayisidir. Eger G de birbirinden farkli tiim eslenik siiflarinin
kiimesi ,,a,,...,a, € G olmak iizere {C(q,),C(a,),...C(a,)} ise G nin eslenik smiflarma

ayrihs1 G =C(a,)UC(a,)U..UC(a,) olup o(G)=c, +¢, +..+¢, olur.

Simdi S, deki bir elemanin esleniklerini ve S nin eslenik siniflarina ayrisimini
inceleyelim.



Teorem 3.7.18. Bir c €S, i¢in o(iy i, .. i)o'=(c(i) o(i) .. o(i)) olur.

Ispat: Herhangi xeM ={1,2,..,n} alalm. Eger x¢ {O'(i] ),O'(iz),...,O'(ir)} ise
o (x) & i iy, olur. Bu durumda (o(i) o(i) .. o(i))(x)=x ve
(O‘(l i)o 1) X ( iy .. i,,)(o‘l(x)))=O'(a’1(x)):x olup
(0'(1 i )o™)(x) 12) .. o(i))(x) olur. Kabul edelim ki

xe{o(i, ) (12), Lo (i, )} olsun Bu durumda 3k =1,2,...,7 i¢in x=0(i,) olur. x=0(i,)
-1

oldugundan o (x)—ik olur. Eger k<r ise
(c(i) o(i) .. o(@))(x)=(c(i) oi) - o(i))(o(i))=0(i) ve
(o(i i - i,‘)al)(x):a(il o )0 (x)=0(G b)) =0 (i)
olup (0'(1'1 i .. ir)o‘l)(x):(a(il) o(i,) .. o(i))(x) olr. Eger k=r Iise
(c(i) o(i) .. o(i))(x)=(c@i) oi) - o(i))(o(i))=0c(i) ve
(e i o i)o)x)=0((i i i)' (x))=c(i & - i)())=0(i)
olup  yine (O'(i1 Lo ir)o:l)(x):(a(il) o(i,) .. o(i))(x) olur.  Yani
VxeM ={1,2,..,n} i¢in (0'(1'1 i i)o’l)(x)=(a(i1) o(i,) .. O'(ir))(x) olup
0'(1'1 i .. ir)O'_lz(O'(il) O'(iz) O'(ir)) olur.

Sonug 3.7.19. iki devirin eslenik olmas igin gerek ve yeter kosul ayni uzunlukta olmalaridir.
Ispat: (=) Bir 6nceki teoremden agiktir.

(<:) S de uzunluklar1 esit herhangi iki (i1 L .. ir) ve ( L Ty e j,_) devirleri
verilsin. Bu devirlerin eslenik olduklarini gosterirsek istenen elde edilir. 1<k <r icin j,
elemanini i, nin altina ve M ={l, 2,...,n} kiimesinin varsa j,, j,,..., j, disimdaki elemanlarim

da bu kiimenin i,i,,...,i

7

elemanlar1 disindaki elemanlarinin altina yazarak bir o
permiitasyonu olusturabiliriz. 1<k <r igin O'(ik)z J; oldugundan bir onceki teoremden
(i )=(c(i) o) ~ o(i))=c(i i .. i)o " olup (i i .. i)ve
(ji J, - J,) devirleri eslenik olur.

Teorem 3.7.20. S deki iki permiitasyonun eslenik olmas: i¢in gerek ve yeter kosul bu

permiitasyonlarin ayrik devirlere ayrilisindaki devirlerin sayisinin ve uzunluklarinin ayni
olmasidir.

Ispat: (:>) S de eslenik herhangi iki f/ ve g permiitasyonlarin1 alalim. f ve gmnin ayrik

devirlere ayrilisindaki devirlerin sayisinin ve uzunluklarinin ayni oldugunu gosterirsek istenen
elde edilir. fnin ayrik devirlerin ¢arpimi seklinde yazilist f = f f,...f. olsun. f=g

oldugundan g=ocfoc’ olacak sekilde doeSs, vardir. Burada
g=ocfoc' =cff,..f.oc' =cfioc'cf,c..of.c” olup 1<i<r igin g, =c foc' dersek g
nin ayrik devirlere ayrilisi g = g,g,...g, olur. Ayrica 1<i<r i¢in g, =of,c"' oldugundan f,

ile g; devirlerinin uzunluklar1 ayni olup istenen elde edilir.



(<) f.geS, i¢in f ve gnin ayrik devirlere ayrilist sirastyla f = £, f,...f, ve g=g,g,..8,
olmak tlizere kabul edelim ki 1<i<7r i¢in f, ile g, devirlerinin uzunluklari ayni olsun.
f =g oldugunu gosterirsek istenen elde edilir. Burada 1<i<r i¢in g, devirinin
elemanlarmi f; devirinin ayni siradaki elemanlarinin altina ve M = {l, 2,...,n} kiimesinin
varsa g,,8,,...,g, devirlerinin elemanlar1 disindaki elemanlarini da bu kiimenin £, 1,,..., f,
devirlerinin elemanlar1 digindaki elemanlarinin altina yazarak bir o permiitasyonunu

olusturabiliriz. Bu durumda 1<i<r icin g =ocfoc” olup

g=gg,.8 =0foc 'ocf,c.of.c

1 1

=ofo  olup f~g olur.

1 23456
6 51 423
o2 1 3 4)o'=(c(2) o) o(3) o(4)=(5 6 1 4)
olur.

ORNEK: o = ( ] € S, permiitasyonu igin

ORNEK: S,da (2 1 5) ile (4 2 3) devirleri birbirine denktir. Simdi S,da
0'(2 1 5)0'_1 :(4 2 3) sartin1 saglayan o permiitasyonlarinin kiimesini bulalim. Bunun

icin (o(2) o(1) 0'(5))=(4 2 3) sartimi sa§layan permiitasyonlar bulunmalidir. Bu
permiitasyonlar

1 23 4 56 1 2 3 4 56 1 23 456
0, = » 0 = » O3 = ’

2 415 36 2 416 3 5 2 45136

1 23 456 1 23 456 1 23 45 6
O, = > O5 = > O

2 45 6 31 2 46 1 35 2 4 6 5 31

1 23 4 56 1 23 4 56 1 2 3 4 5 6
;= » Og = » 09 = ’

4 315 26 4 316 25 4 3 51 26

1 23 4 5 6 1 23 456 1 23 456
Oy = » 0 = » Op =

4 3 56 2 1 4 3 6 1 25 4 3 6 5 2 1

1 23 4 5 6 1 23 4 5 6 1 23 45 6
03 = » 01y = » 015 = )

3215 46 3216 45 3251 46

1 23 4 5 6 1 23 45 6 1 23 45 6
O = » 017 = » O1g =

3256 41 3261 45 3265 41
olup yukaridaki sart1 saglayan o permiitasyonlarinin kiimesi

{01,0'2,0'3,0'4,0'5,06,0'7,0'8,09,010,011,012,0'13,014,015,016,017,018} kiimesidir.

1 23 45 6

4 6 1 3 5 2
permiitasyonu ile eslenigini bulalim.

Coziim: f nin ayrik devirlerin ¢arpimi seklinde yazilisi f = (1 4 3)(2 6) dir. O halde f
nin o permiitasyonu ile eslenigi

ORNEK: S, da f:(

j . (1 2 3 45 6)
permutasyonunun o =

31 46 25



olur.

Tanim 3.7.21. n€Z" olsun. n,<n,<..<n ve n=n +n,+..+n  kosullarin1 saglayan bir

n,n,,...,n, pozitif tamsayilar dizisine nnin bir ayrisim denir. nnin tiim ayrisimlart sayisi

genellikle p(n) ile gosterilir.

ORNEK: 1 in ayristmi sadece 1=1 oldugundan p(l) =1 olur.

2 nin ayrisimlart 2=2 ve 2=1+1 oldugundan p(2) =2 olur.

3 {in ayrigimlar 3=3, 3=1+2 ve 3=1+1+1 oldugundan p(3)=3 olur.

4 in ayrisimlar: 4=4, 4=1+3, 4=1+1+2, 4=1+1+1+1 ve 4=2+2 oldugundan p(4) =5 olur.

Teorem 3.7.22. S, deki farkli eslenik smiflarinin sayisi p(n) olur.

Ispat: Tlgili teoremden bir eslenik smifindaki tiim permiitasyonlarin ayrik devirlere
ayrilisindaki devirlerin sayis1 ve bu devirlerin uzunluklar1 aymidir. S, de bir permiitasyonu

ayrik devirlere ayirdigimizda bu devirlere M :{1, 2,...,n} kiimesinin bu devirlerdeki

elemanlar disindaki eleman sayis1 kadar 1 uzunlugunda devirler ilave ettigimizde elde edilen
devirlerin uzunluklar1 toplam1 nyi verir. Yani S deki her permiitasyona nnin bir ayrisimi

kargilik gelir. Tersine, nnin her n=n +n, +...+n, (0<n <n,<..<n ) aynsimina karsilik
uzunluklar1 sirasiyla n,n,,...n, olan f,f,,...f ~devirleri ve bunlarin ¢arpimi olan
f =/ f,f. €S, permiitasyonu vardir. O halde S, deki farkl eslenik siniflarimin sayisi p(n)

olup istenen elde edilir.

ORNEK: p(4)=5 oldugundan S,de farkli eslenik simflarinin sayist 5 olur. Bu smiflar

asagidakilerdir:

C ={I},

C,={(1 2 3),(1 2 4),(1 3 2),(1 4 2),1 3 4),(1 4 3),(2 3 4),(2 4 3)},
C={(1 2),(1 3).(1 4).(2 3).(2 4).(3 4)},

C={(1 2)3 4).(0 3)(2 4).00 4)(2 3)}.

Co={(1 2 3 4),(1 2 4 3),(1 3 2 4),(1 3 4 2),(1 42 3),(1 43 2).

Teorem 3.7. 23. A4, tiim iiclii devirlerin kiimesi ile tiretilmistir.

Ispat: S, nin tiim iiglii devirlerin {irettigi alt grubuna T diyelim. T = 4, oldugunu gdsterirsek
istenen  elde  edilir. ~ Herhangi  f=(i i, i)  i¢li  devirini  alalim.
f=0 i i)=( &)(i i) oldugundan f €4, olur. O halde T < 4, olur. Simdi ters
kapsamay1 gosterelim. Bunun i¢in S,de her (a b) ve (¢ d) ikili devirleri igin

(a b)(c d )eT oldugunu gostermemiz yeterlidir. S, de herhangi (a b) ve (c d ) ikili
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devirleri verilsin. Eger (a b)=(c d) ise (a b)(c d)=1I,€eT olur. Eger b=c ve
a#d ise (a b)(c a’):(a b)(b d):(a b a’)eT olur. Eger a,b,c,d sayilan
birbirinden farkli ise yine (a b)(c¢ d)=(a b c)(b ¢ d)eT olur. Bdylece 4, =T

olup ayrica T'c 4, oldugundan 7' = 4, olur.

Teorem 3.7.24. n>5 ve N < A4, olsun. Eger N bir tiglii devir kapsarsa N = 4, olur.

Ispat: N bir Gi¢li (i i, i) devirini kapsasin. N nin biitiin t¢lii devirleri kapsadigini
gosterirsek istenen elde edilir. 725 oldugundan S,de (i, i, i) deviri ile ayrik en az bir
(a b) ikili deviri vardir. Herhangi ( I j3) liclii devirini alalim. Ilgili teoremden
(i, i i) ile VA devirleri eslenik olup
(j1 J» j3):a(i] i 1'3)0'_1 :(O'(il) O'(iz) O'(i3)) olacak sekilde JoeS§, vardimr.
Eger  burada oced, ise (i i, ,)eN ve N<4, oldugundan
(ji J» Js)=0(ii i, iy)o' €N olur. c¢ A4, olsun. Bu durumda f=c(a b) dersek
f €A, olur. Burada (i, i, i) deviriile (a b) deviri ayrik oldugundan f(i,)=0o(i),
f(i)=0(i,) ve f(i)=0(i) olup
(i j3):(o-(il) o (i) O'(is)):(f(il) /(1) f(i3)):f(il i, i)/ olur. Bu
durumda yine N <4, oldugundan (j, j, J;)=/(ii i, i)f " €N olur. Yani N biitiin
ticlii devirleri kapsar.

Teorem 3.7. 25. 4, alterne grubunun basit olmasi igin gerek ve yeter kosul n # 4 olmasidir.

Ispat: (=) 4, alteme grubu basit olsun. Eger n=4 olsa A4,in

V,={L(1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)} alt grubu igin ¥, <4, olur. Dahasi,
V, <8, olur. Ciinkii V,deki her elemanin her o €S, ile eslenigi yine V,iin bir elemani olur.
Ayrica V, #{I} ve V, # A, oldugundan A, basit degildir. O halde n#4 olup istenen elde
edilir.

!
(<) n#4 olsun. Eger n=2 ise s(4,)= 25 =1 oldugundan 4, ={I} olup basittir. Eger

!
n=3ise s(4)= 35 =3 ve 3 bir asal say1 oldugundan 4, grubu da basittir. Kabul edelim ki

n=35 olsun. 4 nin {I M} den farkli herhangi N normal alt grubunu alalm. N = 4 oldugunu

gosterirsek istenen elde edilir. Bunun i¢in ispat1 asagidaki alti durumda yapmamiz yeterlidir.
1. durum: Eger N normal alt grubu bir ti¢lii devir kapsarsa ilgili teoremden N = 4, olur.

2. durum: N normal alt grubu » >4 olmak lizere ayrik devirlere ayrilisinda » uzunlugunda en

az bir (i1 i .. i,) deviri bulunan bir o permiitasyonu kapsasin. Burada o nin ayrik
devirlere ayriligindaki (varsa) (i, i, .. i ) deviri disindaki devirlerin ¢arpimma f dersek
o=(i i, .. i)f seklindeolur. g=(i, i, i)e A, elemanmni alirsak ce N ve N < 4,

oldugundan gog™ € N olup ayrica ¢ € N oldugundan o 'gog™" € N olur. Ote yandan
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ol'gog =" i, o i) L b)) G o L) f( 6 i)=

= AR (A A A [C A A A T C Ay ARy A [ (AR AR A E O AN A A

olur. O halde (i; i; i )eN olup 1. durumdan N = 4, olur.

3. durum: N normal alt grubu ayrik devirlere ayrilisinda iki tane ayrik (1'l A i3) ve
(i, i i5) devirleri bulunan bir o permiitasyonu kapsasin. Burada o nin ayrik devirlere
ayrihgindaki (varsa) (i, i, i) ve (i, is i;) devirleri disindaki devirlerin ¢arpimima f
dersek O':(i1 I i3)(i4 I ié) / seklinde olur. g:(i1 I i4)eAn elemanini alirsak

oceN ve N<4, oldugundan gog™' e N olup ayrica o' € N oldugundan o 'gog™' e N
olur. Ote yandan

O'_lgo'g_l:f_l(is Is i4)(i3 I il)(il I i4)(i1 I i3)(i4 I ié)f(i4 I il):
:f_lf(ié Is i4)(i3 I il)(il I i4)(i1 I is)(i4 Is ié)(i4 I il):(il Iy 1, I i3)

olur. O halde (i i, i, i i;)€N olup2.durumdan N =4, olur.

4. durum: N normal alt grubu ayrik devirlere ayrilisinda bir tane (i1 I i3) tclii deviri ve

digerleri ikili devirler olan bir o permiitasyonu kapsasin. Burada ikili devirlerin ¢arpimina f
dersek o z(il i i3) f olur. N<4, oldugundan o’e N olur. Burada f aynk ikili

devirlerin carpimi oldugundan =1, olup
o’=0 i, i) =0 & i) i i)=(, & i) olur. O halde (i i i)eN

olup 1. durumdan N = 4, olur.

2

5. durum: N normal alt grubu iki ayrik (i, i,) ve (i, i,) devirlerinin ¢arpimi olan bir o
permiitasyonu  kapsasin. 725  oldugundan  3i; €{1,2,...n}—{i,i,,i;,i,}  vardir.
g=(i, i, i5)eA, elemanm alirsak o€ N ve N <4, oldugundan gog™' € N olup ayrica
o' e N oldugundan o 'gog™ € N olur. Ote yandan

o'gog” =i )G i) i i) b)) i) b i)=0 L i i i)

olur. O halde (i i, i, i i,)€N olup2.durumdan N =4, olur.

6. durum: N normal alt grubu ikiden fazla ayrik ikili devirlerin ¢arpimi olan bir o
permiitasyonu kapsasin. Buradaki ikili devirlerin ilk ti¢tii (i, 4,), (i, i,) ve (is i) ise

digerlerinin carpimina f dersek o=(i, i,)(i i)(is i)/f olur. g=(i i i5)eA,
elemanini alirsak o€ N ve N < 4, oldugundan gog™' € N olup ayrica ' € N oldugundan

o 'gog™ € N olur. Ote yandan

O:lgagil :fil (il iz)(i3 i4)(i5 i())(il A iS)(il iz)(i3 i4)(i5 is)f(is I il) =

:filf(ll l2)(l3 l4)(l5 l())(ll l3 ZS)(ZI 12)(13 l4)(15 16)(l5 l3 ll):(ll l5 13)(l2 l4 l6)
olur. O halde (i, i; i)(i, i, i;)eN olup3.durumdan N = 4, olur.

Sonug olarak N = 4, olup istenen elde edilir.

Tanim 3.7.26. Teoremin ispatinda gegen V, grubuna Kleinin 4-lii grubu denir.
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Tamm 3.7.27. G bir grup ve p bir asal tamsay1 olsun. Eger G nin her elemaninin mertebesi p
nin bir kuvveti ise G ye bir p-grup denir. G nin bir H alt grubu bir p-grup ise H ye G nin bir
p-alt grubu denir.

Teorem 3.7.28. G sonlu ve degismeli bir grup ve p bir asal tamsay1 olsun. G grubunun,
mertebesi p nin bir kuvveti olan elemanlarinin olusturdugu

G,= {a e G‘Elk e N igin o(a)= p"}
kiimesi G nin bir alt grubudur. G,ye G nin maksimal p-alt grubu veya Sylow p-alt grubu
denir.
Ispat: o(e) =1=p° oldugundan e e G, olup G, # olur. Ayrica G, = G oldugu da agiktir.
Yani @#G, G olur. Herhangi a,beG, alahm. a,beG, oldugundan o(a)=p" ve

pS Ve pt pS

o(b)=p" olacak sekilde Jk,re N vardir. s=max{k,s} diyelim. Burada p*

olup (Cebir Dersindeki) ilgili teoremden a” =e ve b” =e olur. Bu durumda G degismeli

oldugundan (ab”)ps =a’ b’ =e(b”s )71 =ee' =e olup o(ab‘l) p*  olur. o(ab'l)

pS
oldugundan o(ab’1 ), p nin bir kuvveti olup G, nin tanimindan ab™' € G, olur. Yani
Va,beG, igin ab™' € G, olup (Cebir Dersindeki) ilgili teoremden G, <G olur.

ORNEK: Mertebesi bir p asal tamsayisinin bir kuvveti olan bir grup bir p-gruptur.

ORNEK: Kleinin 4-lii grubu bir 2-gruptur.

ORNEK: (Z,,,+) grubunu gdz dniine alalim. Bu grup bir p-grup degildir. Bu grubun 2-alt
gruplart H = {(_),6} ve G, = {(_), 5, 6,§} , 3-alt grubu G, = {6,4_1,§}, 5-alt grubu G, = {6} olur.



